Retizkové pravidlo

Véta 20 (derivace slozené funkce). Necht r, s € N a necht G C R*, H C R" jsou oteviené mnoziny.
Necht ¢1,...,0, € CHG),f € C*(H) a bod [p1(z),...,pr(x)] € H pro kazdé 2 € G. Potom
slozen4 funkce F' : G — R dana pfedpisem

Faz) = f(e1(2), p2(2), .., or(2)) ;2 € G,

je t¥idy C! na G. Necht a € G a b = [p1(a),...,¢.(a)]. Pak pro j € {1,...,s} plati

OF | =0f . 0
55, = 2 5, V0@

Priklad 1. Vypoctéte vSechny parcialni derivace funkce f pomoci fetizkového pravidla.

() Flu,0) = w/TF 2, u(z, y) = €, 0(z,y) = ¢°
(b) f(u,v,w) = ww3, u(z,y) = —sinz,v(x,y) = cosz,v(x,y) = e*

) f(
) f(
(c) f(u,v) =sinucosv, u(x,y) = (v - y)*, w(x,y) = 2° - y?
(d) flu,v,w) =vw? — v u(z,y, 2) = e Y, v(z,y, 2) = log (z + 2y + 32) ,w(w,y, 2) = Vay + 2

Priklad 2. Ukaizte, Ze funkece F(z,y,2) = Zlogz+af (£, £) vyhovuje vztahu x%—i +y%—5 —i—z%—f =
F+ .

Piiklad 3. Necht g(z,y) = f(z +y,z — y). Spoctéte % v bodé [a, b].

Priklad 4. Ukazte, ze funkce F'(x,y) = zf(z+y)+yg(z+y) vyhovuje rovnici %27?_28858}; +%271§ =0.

Reseni
Piiklad 1 (a)

o) vl n) 2 ol ), vl y) e y) + T, y), ol 9) v, y) =
:\/1+v(:c,y)2-2621+%'e‘”: 14 (e )2‘2625’3—1—L-e‘”:

2¢/1+v(z,y)? 21/1+ (ev)?

eSz

21 + 2@

= 2e%\/1 + 2% +

fyf(u(x, y),o(@,y) = flule,y) o(z,y)) - dy(z,y) + folulz,y), vz,y)) - o) (zy) =

e o S| Cot ) B

2y/1+v(x,y)?

Piiklad 1 (b)
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ey, ol, ) 2 ol el -, =

= v(z,y)*w(@,y)’ - (~cosz) + 2u(z, y)v(z, yw(w,y)’ - (= sinz) + 3u(z, y)v(z,y) w(z,y)* e =

3 3x 3x

= —cosPx e +281n2xcosxe — 3sinx cos? ze

0
FPAGCHORICAT) V20 f ol el fl e wy =

= 'U(IB, y)Zw(x, y>3 0+ 2u(a:, y)’l)(ﬂ?, y)w(x7 y)3 -0+ 3“('7;7 y)U(.%', y)2w(x’ y)2 0=0

Piiklad 1 (c)

o (), oG, ) "2 7 ()0 ) -l ) + 7 (), o) - =
= cos (u(x,y)) cos (v(z,y)) - 2(x — y) — sin (u(z,y)) sinv(z,y) - 2z =
= 2(z — y) cos ((z — y)?) cos(z® — y?) — 2xsin ((z — y)?) sin (2? — y?)

(%f (u(a,y), o(z,9)) =0l (ule,y), v(z,y)) -y (z,9) + f (ulzy), oz, y)) - o), =

— cos (u(,9)) cos (o(z,)) - 2w — ) - (~1) — sin (u(z, ) sim (0(z, ) - (—29) =
=2(y — z) cos ((z — y)?) cos(z® — y?) + 2ysin ((z — y)?) sin (2® — y?)
Piiklad 1 (d)

a%f (u(z,y, 2),v(x, Y, 2), w(x,y,2)) = fo -ty + fo-Vy + fo, - W) =

1 Yy
=3 2. e ) N S
u(z,y)” - e’ +w(z,y) PR YR T v(z, y)w(z,y) - 5 Y
_ + 2 Y
= 3372y _MTE 9 2 32)2
c x+2y+3z+ og(w +2y + Z)2

0
ayf (U(ac,y, z)vv(xaya z),w(:l:,y,z)) = f?{b ’ ’U,;/ + f1/1 ’ v:/g + ftlu ) ’LU;/ =

=_3 2 (oY 2,2 49 . x _
u(z,y)® - (—e"Y) +w(z,y) $+2y+3z+ v(z,y)w(z,y) NGEE:
_ 2(zy + 2)
=330 ¢ 2T g 2y + 3
¢ +x+2y+3z+x0g(x+ y+32)

%f (U(Qj‘,y, z),v(x,y, z),w(m,y,z)) = fQ/L : u{z + f{) ! U; + f@lu : w,,z =

= Bu(e.y)” 0 w(r.y) o+ 2(aw(ry) 5 =
x4+ 2y + 3z 2Ty + 2
3y + 2
=_—Y"7 = 4] 2 3
T+ 2y 32 + log(z + 2y + 32)
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Priklad 2
Pomoci fetizkového pravidla spo¢téme parcialni derivace funkce F.

OF - -
2 Y00+ Yy p (L2) 1o <f; (L2)- 2Ly, (yz)§>
z z Tr T Tr T T

ox x T x
OF Va0 Ty . ! (L.2).
oy z T x
OF v 2
5 -

Pak plati nésledujici.

0ﬂlogaz+x~f’ (—,—
22 Y\z' o

G e 2 (2) o (£ ) o5 ()

x z x z
—i——yloga:—i—yf;(g,—)——ylogm—i-zf;(g,f):
z x'x z x'x
:ﬁlog:ﬂ%—xf(g,i)—i—ﬁ:F—Fﬁ
z x’x z z
Piiklad 3

0
8%V=20f;($+y,x—y)+f;(ﬂf+y,x—y)

629 0 / /

920 — Oy (frle+y,z—y) + fi(z+y,z—y) =

V2 @y —y) Sy —y) (1) [ty —y) + (g —y) - (<1)
82
8300933(&’ b) = 1! (a+bya—b)— f! (a+ba—b)+ [ (a+ba—b)— [ (a+ba—b)

Priklad 4 TODON&gjak to nevychézi, celé prepocitat!
Spoctéme prvni a druhé parcidlni derivace F'.

gi 2 ety raf (@t y) (e +y)

?95 V20 (z+y) + gz +y) +yd (z+y)

ik 0

575 2 (et y) Faf (@t y) +yg (@ +y) = 2f (e y) +af (@ +y) +yg' (@t y)

& 9

8w§y =g, n +af @ty +ug @+ ) = ety +of o+ y) +9'@+y) +ug' @ +y)
o 0

ayg =g, @l @y + oo+ ) +ug @ y) = af @4 y) + g 0+ y) + g @+ y) + g (@ +y)
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Pak plati.

0’F  _9’°F  0°F
02 2owoy "o =t af +yg" —2f = 2zf" — 29 —2yg" +af" + 9 + 9 +vg" =

:2f’—2f’+$f"+:vf”—2xf"—|—yg"—|—yg"—2yg"—29’—|—g'+g'=0
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